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Abstract. This paper describes a learning activity carriediarthe third class of a first level secondary saho
(middle school) and in the first two years of aa®t level secondary school (high school). The teach
practices we have adopted, are based on the edunzdtimodel of peer-education and focus on the dse o
meaning sharing as object of learning. The habilisEussing and comparing activated a spontane@usster
of knowledge, emotions and experiences within gaghp. One of the goals was to develop the competeim
students about the ability to detect a particulanceptual situation, through multiple representaoof sign
systems (which are the different semantic regigtérias followed the ability to read a multiforame-to-many
transformation of the meaning connected with a eathtical object.

In this educational context that has developedhileit of creating, recognizing and managing a mathgcal
model, the MERLO methodology has also encouragedhtibit of using a correct logical-mathematical
language
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Sommario. Questa proposta € la descrizione di un percorsattith attuato nella terza classe della scuola
secondaria di primo grado e nel primo biennio dedtaiola secondaria di secondo grado. Le praticluatiiche
da noi adottate, ispiratesi al modello educativélalpeer education, sono centrate sull’'uso delladiwisione di
significato come oggetto di apprendimento. La cehsdine all’argomentazione e al confronto ha persoedi
attivare un processo spontaneo di passaggio di sogwze, emozioni e di esperienze all'interno di ggmppo.
Uno degli obiettivi & stato quello di costruire t@mpetenza degli allievi circa la capacita di indivare una
particolare situazione concettuale, attraverso mplici rappresentazioni tra sistemi di segni (cloas i diversi
registri semantici); questo ha implicato il sapegbere una poliforme trasformazione uno-a-molsidnificato

di un oggetto matematico.

In un contesto didattico che ha voluto creare ladirioni per il raggiungimento di un’abitudine altaeazione,
nonché al riconoscimento e alla gestione consamevdel modello matematico, una metodologia, quale
MERLO, ha anche favorito I'abitudine all'uso di gorretto linguaggio logico-matematico.

Parole chiave. Argomentare, Condivisione di significato, Duvdoperimetria, Merlo Project, Modello
matematico

Introduzione

In questo lavoro e descritto un laboratorio maté&uoativolto a studenti di scuola secondaria di
primo e secondo grado, progettato e realizzatordgruppo di docenti che, nel corso del secondo
anno del Master biennale di 2° livello gesrmatori in didattica della Matematic@resso I'Universita
di Torino - Dipartimento di Matematica, ha presot@ailla ricerca e sperimentazione di un progetto
denominato M.E.R.L.OMeaning Equivalence Reusable Learning Object).

L'obiettivo principale del lavoro si basa sullugti un innovativo strumento didattico e
metodologico, appunto MERLO, il cui scopo € il noscimento di un significato condiviso attraverso
dichiarazioni rappresentate in diversi sistemiegjrs.

La creazione di questo percorso didattico scateridalla volonta di rendere accattivante e
inconsueto lo studio della matematica medianteighratdidattiche laboratoriali integrate con questo
nuovo strumento. Esso come vedremo, ha caratbhesestremamente versatili e ben si presta ad
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essere utilizzato sia in forma di verifica formatisia come stimolo alla discussione di classe, sia
come forma di ripasso di concetti e relativi sigmafi. La caratteristica di MERLO e di attivare lahi

e competenze, presenti anche a livello inconsapewatiraverso il riconoscimento di un significato
condiviso in diverse rappresentazioni semiotichendconcetto.

E ben noto che il coordinamento di molteplici rappreazioni dello stesso oggetto matematico in
diversi registri semiotici € fondamentale per lampoensione e l'apprendimento del significato
matematico sottostante (Duval, 2006). Inoltre, éhanben riconosciuta l'importanza degli aspetti
sociali nei processi di apprendimento umani, petapprendimento sociale precede lo sviluppo delle
competenze individuali (Vygotskij, 1934).

L'uso dello story-telling € risultato efficace pegicolare competenze. La leggenda su Didone ha
permesso di affrontare il misconcetto relativoisdiperimetria di figure piane, spesso, confusalaon
loro equivalenza e viceversa.

Quadro teorico

La nostra proposta didattica trae origine da urawdi ricerca, condotto a partire dagli anni ‘90
presso I'Universita di Toronto (Canada) dai docemtiversitari Uri Shafrir (Ontario Institute for
Studies in Education) e da Masha Etkind (Ryersoivéssity - Department of Architectural Science)
che ha portato all’elaborazione di uno strumentdon@ogico e didattico innovativo denominato
MERLO. In tale progetto confluiscono gli esiti @ignificativi della ricerca su:

» larelazione tra gli aspetti cognitivi e affettivei processi di apprendimento, anche in contesti
di difficolta;

» il pensiero concettuale;

* la peer education;

» la Concept Science.

La metodologia Merlo esalta il modello educativdlaigeer educationin quanto, come dice
Giorgio Chiari (Universita di Trento) ifEducazione interculturale e apprendimento coopmat
teoria e pratica nella educazione tra payié volto ad attivare un processo spontaneo diagg#s di
conoscenze, emozioni e di esperienze da alcuni meinbn gruppo ad altri membri. | benefici sono
maggiori in presenza di una relazione positiva endbilanciamento di potere tra i partecipanti.

All'interno di un’attivita Merlo si puo rilevare l@ompetenza degli allievi circa la capacita di
individuare una particolare situazione concettuatgaverso molteplici rappresentazioni tra sistdmi
segni (che sono i diversi registri semantici); dqoesmplica il saper leggere una poliforme
trasformazione uno-a-molti di significato di un e¢fg matematico.

Le attivitda MERLO (Arzarello, Kenett, Robutti, Shiaf 2010) con lo scopo di migliorare
I'apprendimento concettuale, si avvalgono dell'dsan database multi-dimensionatée permette la
selezione e la mappatura dei concetti importapfimesentati in diversi registri

Il design di una scheda MERLO

Le attivita MERLO si propongono di esplorare la goensione profonda dei concetti matematici,
attraverso il riconoscimento della comunanza diificato in diverse forme di rappresentazione.

Ciascuna attivita e progettata in relazione a urtoceoncetto matematico e ai relativi nodi
concettuali. Scelto il nodo e possibile creare nsieime con diverse forme tippresentazionche
condividono lo stesso significato. Tale insiemenei@etto Boundary of Meaning—BoM (vedi Fig.1),
perché definisce il confine del significato condivi All'esterno del BoM, in un insieme disgiunto,
stanno altre rappresentazioni-affermazioni che mammo in comune alcuna radice semiotica con il
concetto in questione, ma possono eventualmentemere una somiglianza apparente dovuta alla
presenza di termini o di registri comuni. Tutterd@presentazioni, interne ed esterne al BoM, sono

vere dal punto di vista matematico.
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BoM

diverse
rappresentazioni-
affermazioni che

condividonolo stesso

significato

rappresentazioni-affermazioni
che_non condividono lo stesso
significato

Fig. 1- BoM

La successiva costruzione di schede-quesito camiieoggetti prelevati dai due insiemi disgiunti
ha lo scopo di esporre lo studente al confront@t¢ygetti interni ed esterni al BoM, in modo chei egl
possaanche attraverso il dialogo tra pgrervenire alla corretta individuazione delle rajgpreazioni
che condividono lo stesso significato. Una genesacdeda MERLO (vedi Fig.2) e cosi composta:

1. un Target Statement (TS) che e una esemplifinazi@l concetto ;
2. 4 rappresentazioni, ciascuna delle quali puo apparé ad uno dei seguenti 4 tipi:

» tipo Q1:condivide un significatgequivalent meaning) con il TS é@& una somiglianza
di registro(surface similarity) con il TS;

* tipo Q2: condivide un significato(equivalent meaning) con il TS Bon ha una
somiglianza di registrgsurface similarity) con il TS;

e tipo Q3:non condivide una equivalenza di significégguivalent meaning) con il TS ed
ha unasomiglianza di registrgsurface similarity) con il TS;

e tipo Q4:non condivide una equivalenza di significdémuivalent meaning) con il TS e
non ha unaomiglianzadi registro(surface similarity) con il TS.

TARGET STATEMENT
Surface Similarity [SS]

2

@ Yes No 2
:
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@ o

ME Yes ME Yes "g
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&
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SS Yes 3 No E
. | o

Fig.2 - MERLO Item family

Un esempio di scheda MERLO

Una tipica scheda MERLO é composta da una consegadb riquadri:
1. un target statement TS - dichiarazione bersaglio
2. 4 statements a scelta tra i tipi Q1, Q2, Q3, Q4.
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In una stessa scheda—test MERLO possono esseenfpidise o piu statements di tipo Q2 insieme
ad un numero variabile di Q3 e Q4. La prima paekadconsegna chiede allo studente di individuare
almeno due riquadri che condividono lo stesso fggio con il TS, per indagare se i ragazzi
riconoscono le diverse rappresentazioni semiotithe concetto matematico.

La seconda parte della consegna chiede di motiaegeelta ed é didatticamente molto importante,
perché porta alla discussione delle ragioni diatiae studente e permette all'insegnante di apprezza
i collegamenti che i ragazzi costruiscono (evembealte errati) tra concetti e rappresentazioni.

Di ogni scheda MERLO vengono prodotte due versiong per I'insegnante (vedi Fig.3) e una per
gli studenti. Quella della Fig. 3 € la versioneealte, perché contiene le etichette TS e (i€,2,3,4)

TS Q2
A B[ ]
1. Segnare le affermazioni che
condividono lo stesso significato y=log {.t + 1) Data una funzione

matematico (due o pit); f:X—=Y
il dominio X €M della funzione fé
2. Indicare le ragioni che guidano nella i>-1 l'insieme :
scelta.
condivisione di significato D= {.r ER/Iy=f(x),vE ER}
. | | condivisione di significato
Q2 Q3 | Q4
cl] D[ ] Ef]
x+3
Ve ——

= Ifmfog(x:-—l)=+oc

I—+—K

x<=3 x>1 .
distrattore

distrattore

| condivisione di significato

Fig.3 - esempio di scheda MERLO docente

Nella versione studente i Ts e i Qi non compaiogt Bem sono mescolati.

Feedback per l'insegnante

Le attivita MERLO forniscono utili informazioni dginsegnanti per valutare i problemi di
comprensione degli studenti relativi a un precisecetto matematico.

La valutazione formativa diventa, in questo modoptbcesso contemporaneo e interno alla fase di
costruzione del sapere intorno ad un concettopétuti feedback rendono formatrice I'azione
dialogata di confronto con il proprio sapere inlez@ne e con il sapere dei compagni.

Se i ragazzi tralasciano di segnare alcune affeonadi tipo Q2 significa che non riconoscono
uno stesso concetto se si presenta sotto vestsdive

Se scelgono rappresentazioni di tipo Q3 signifivala comprensione é superficiale e influenzabile

da rappresentazioni simili.
La scelta di un Q4 diventa significativa quando sjud#timo, pur non presentando né una

somiglianza di rappresentazione né un significatedoviso, e “vicino” allambito a cui appartiene il
nodo concettuale.
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Metodologia MERLO

Secondo la metodologia MERLO [I'attivita di classeadicola in tre fasi. La durata delle fasi
dipende dal numero di schede su cui gli allievicsghiamati a lavorare. Al fine di realizzare un
percorso didattico di costruzione e ri-costruziogie significati matematici, € auspicabile che
'insegnante organizzi le attivita con la classmino ad un numero variabile di schede sullo stesso

concetto matematico.

1.Prima fase (individuale): ogni ragazzo riceve laeste ed € chiamato ad individuare quali
riquadri siano legati da un concetto matematicortgmdo le riflessioni che lo hanno guidato
nelle scelte. E importante insistere sulla riclaeitargomentazione (5 minuti per scheda);

2.Seconda fase (a piccoli gruppi, tre o quattro raiyjaziene consegnata a ciascun gruppo una
copia in bianco delle schede che, singolarment® g state analizzate. | ragazzi devono
confrontarsi per valutare se le scelte di ognumm stondivise 0 meno dagli altri. Il gruppo
puo pervenire ad un’unica scelta condivisa da wppure pud mantenere la diversita di
opinioni espresse dai singoli. Le argomentaziorsadilta condivisa o non condivisa vanno
riportate sulla scheda;

3.Terza fase (classe intera): in una discussionetapén cui e fondamentale il ruolo
dell'insegnante quale mediatore culturale, si rlgmmo i punti di vista dei gruppi e dei
singoli che non sono arrivati ad un accordo coordiprio gruppo. Segue ancora la fase di
metacognizione volta al chiarimento e alla rifless sul processo personale di costruzione
del proprio sapere;
La seconda fase e quella defp@er cooperationin cui gli individui, secondo un approccio
vygotskijano, cercano di capirsi reciprocamente ostraiscono il significato attraverso la loro
interazione con gli altri.

Destinatari

L'attivita e stata svolta, durante I'anno scolasti014/2015 presso la scuola Secondaria di primo
grado dell’Istituto Comprensivo Rodari di Baranz@i#l), in una classe terza composta da 17 alunni,
di cui due neo arrivati da Egitto e Filippine, Liraho rom ripetente, 1 alunno DA, 1 alunno DSA e 3
alunni BES e all'inizio dell'anno scolastico 201615 presso una prima liceo scientifico del Liceo G.
Galilei di Alessandria composta da 26 studenti, pr@a liceo scientifico del Liceo A. Volta di Lodi
di 26 alunni e presso una prima dell'lstituto TeonTecnologico G. Fauser di Novara formata da 21
studenti di cui uno DSA.

Finalita

- favorire un apprendimento cooperativo attraversioitt laboratoriali e utilizzando un nuovo
strumento didattico e metodologico.

Obiettivi

— rafforzare il concetto di perimetro ed area

— riflettere sul concetto di isoperimetria ed equéveda

— far emergere le competenze gia possedute dai liaggzardo la geometria analitica
— far emergere la competenza nell’'uso di formule isge sottolinearne 'importanza
— richiamare i concetti di perimetro e area

— sottolineare il legame tra Algebra e Geometrigadrticolare il ruolo dell’'una come linguaggio
descrittivo dell’altra

indurre negli allievi la consapevolezza delle cotapee gia in loro possesso e stimolarli
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all’'acquisizione di nuove.

Attivita e sperimentazione scuola secondaria di pri mo grado

La proposta didattica prende in considerazioneudlep tematico “Spazio e Figure” in quanto,
analizzando negli anni le prove di stato INVALSI gemo ciclo, si puo osservare che la percentuale
piu alta di errori si riscontra proprio in ambiteametrico. Se si considerano le indicazioni naziona
della scuola secondaria di primo grado si puo @ssercome la geometria sia ampliamente sviluppata
nel corso degli anni, ma in classe viene attudtaverso esercizi ripetitivi, tecnici e avulsi daatsiasi
contesto reale e i libri ne sono testimonianza.

La geometria € vista dagli studenti come un fdamo per trovare lunghezze, aree e volumi o
come un insieme di termini da imparare quindi nosc#a in loro nessun interesse o stimolo, anzi
spesso € motivo di frustrazione e scoraggiamepss® ci troviamo di fronte ad alunni rinunciatari
che sostengono di ndoapirci nulla di problemi”.

Fondamentale, per un apprendimento significativeygcitare negli alunni curiosita nei confronti
della matematica, lavorando sulla motivazione, dado stimoli e strumenti diversi allo scopo di
valorizzare i diversi stili d'apprendimento.

L'idea di fondo e stata quella di partire da sitoaz a-didattiche che contemplassero
contemporaneamente piano e spazio per arrivarevigialla formalizzazione di quanto appreso e
collegare tra loro gli apprendimenti avvenuti. Leelsa di questo percorso nasce per stimolare la
curiosita degli alunni sollecitandoli a porsi dordare cercare vie risolutive nelle quali la mateozati
e un mezzo che facilita le cose.

L'apprendimento é significativo se avviene pemgolgimento diretto nella situazione, attraverso
un processo dinamico in cui I'allievo & oggettogpettp.

Anche le IINN sottolineano l'importanza di partida situazioni reali e significativéLa
costruzione del pensiero matematico € un procassgol e progressivo nel quale concetti, abilita,
competenze e atteggiamenti vengono ... Caratterishidia pratica matematica € la risoluzione di
problemi, che devono essere intesi come questiotentche e significative, legate alla vita
guotidiana, e non solo esercizi a carattere ripetito quesiti ai quali si risponde semplicemente
ricordando una definizione o una regdla

Comenius Pestalozzi (pedagogista) sosteneva‘laheonoscenza deve cominciare attraverso i
sensi, l'istruzione € vera se proviene dall’attvdei fanciulli, I'intuizione & una costruzion@i sono
due modi di insegnamento, o andiamo dalle parde@se o dalle cose alle parole. Mio e il secondo
metodo.”

La metodologia adottata e di tipo laboratorialeaeristo I'alternarsi di momenti di lavoro a piccoli
gruppi ad altri di lavoro a classe intera, per gara la cooperazione, il confronto tra i compagni
offrendo I'opportunita a tutti di partecipare inirpa persona discutendo e difendendo le proprie
soluzioni proposte.

Il lavoro di gruppo stimola l'interazione tra gliuslenti, e tra studenti ed insegnami/gotskij,
afferma che, éssendo gli esseri umani inseriti in una matriceictulturale, la formazione del
bambino avviene attraverso la relazione, considdoaquindi non solo la componente cognitiva, ma
anche l'intreccio fra sviluppo emotivo e sviluppaitivd'.

Massimi e minimi nel piano

Galileo in uno dei suoi libri (Discorsi e Dimostrazi Matematiche 1638) parla della confusione
che molti fanno tra area e perimetro, quindi s@d soncetti di perimetro ed area vengono messi a
confronto possono reciprocamente chiarirsi.

«Quelli che non hanno nozioni di geometria, se devdeterminare, come spesso accade, la
grandezza di diverse citta, intera cognizione gli g’averne ogni volta che sanno la misura dei loro
recinti, ignorando che pud essere un recinto ugualen altro, ma la piazza contenuta da questo,
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assai maggiore della piazza contenuta da quello»

Area massima tra poligoni isoperimetrici

Come story-telling é stato sceltoMlito di Didone(vedi All.1). “Giunsero in questi luoghi, ov’or
vedrai sorger la gran cittade e l'alta rocca delfaiova Carthago, che dal fatto Birsa nomassi, per
I'astuta merce che, per fondarla, fer di tanto sifeanto cerchiar di bue potesse un tergfEneide
libro I, versi 365-369].

Didone attraverso uno stratagemma matematico diongg calcolo matematico aveva risolia
problema di isoperimetria: determinare la figurangi di area massima avendo a disposizione un
perimetro fissato.

Agli alunni ho posto la domand&€ome avra fatto Didone a fondare la citta di Cagine?”. Tra
le varie risposte ne ho scelta una che sembravtagur poter partire con I'osservazigdftaglio la
pelle a pezzettini e li sparpaglioAnalizzando assieme alla classe il ternfggarpaglio”, si & giunti
alla conclusione condivisa che questo modo di mle presenta troppi fattori legati al caso e che
quindi Didone si sarebbe basata sulla casualit@re avrebbe risolto il problema attraverso uno
stratagemma matematico. Qualcuno ha proposto ltatagante strisce e legarle tra loro. Ne consegue
allora un’altra domanda:Qual e la forma piu conveniente da utilizzare comedello per la
costruzione di Cartagine, sapendo che si ha a digpmne un perimetro ben definito?”.

Per rispondere alla domanda gli alunni devono andardeterminare quale tra i poligoni
isoperimetrici ha area massima.

A casa avevo fatto ritagliare delle strisce di@actno alte 1,5 cm e lunghe 25 cm, ho suddiviso la
classe in gruppi di quattro e ho chiesto a ciagguippo di costruire quattro quadrilateri diversi tr
loro e di indicarmi la caratteristica comune erdiividuare il quadrilatero di area massima, dicendo
loro che in questa fase non era necessario applfoamule e fare calcoli. In fase di discussione a
classe intera é stato evidenziato da tutti cheulatteristica comune era il perimetro che non vara
quello di area massima il trapezio. La verificatates fatta per via empirica con pallini di colore
diverso, arrivando ad osservare che la conclusione erano arrivati era errata.

Il campo di indagine é stato ristretto ai soliaagoli in quanto figure piane regolari e di senglic
gestione per simulare l'esaustione di aree irreggoldo dato loro un “cordino”, come Emma
Castelnuovo suggerisce in tante sue attivita etgqueslca una classica ed efficacissima sua ptapos
didattica, legato alle estremita e ben teso tiditly avvicinando o allontanando le dita, (vedi.&)g
ragazzi sono arrivati ad osservare attraverso ddenaguidate che si formano tanti rettangoli
isoperimetrici con basi e altezza diverse indivitl@ i due caslimite di area zero, quelli in cui
I'altezza si “schiaccia” sulla base e la base shigccia” sull'altezza.

e

Fig.4 cordino

Gli alunni, suddivisi in piccoli gruppi, hanno lasao per rispondere alla domant@uale fra i
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Y

rettangoli isoperimetrici ha area massima?Zd ogni gruppo e stata consegnata una scheda con
indicazione di come procedere:

Prima consegna

« compilare una tabella di valori (vedi Fig.5);

 riportare il valore del semiperimetro, (perimetssegnato 24 cm);

* le dimensioni dei rettangoli;

* le rispettive aree;

* individuare i casi limite;

 indicare rettangolo di area massima.

Rispondere alle seguenti domande
1. cosa succede se h 0 b hanno misura uguale a 12 cm?

come varia la b al variare di h?
i rettangoli isoperimetrici hanno medesima area?
c'e un rettangolo che ha I'area massima?
vi sono rettangoli equivalenti?

a e

T
D

Fig.5 - tabella valori rettangoli isoperimetrici

Seconda consegna
« costruire su cartoncino i diversi rettangoli indivati e incollarli su carta millimetrata (vedi
Fig.6) ;
e unire i vertici liberi;
» scrivere le coordinate dei vertici liberi e osseevia caratteristica comune;
Rispondere alle seguenti domande;
1. unendo i vertici liberi che curva ottieni?
2. quale operazione ti ha permesso di determinararkdtteristica comune?
3. il risultato dell’operazione a cosa corrisponde?
4

. scrivi la relazione tra base altezza (puoi indicamex il valore della base, conil valore
dell'altezza e con k il risultato dell'operazione);

5. scrivi le coordinate dei casi limite;
6. a che cosa corrisponde il valore sull'asse dedlalelley?
Per determinare la caratteristica comune ho suggayli allievi di avvalersi delle quattro operaziio
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Fig.6 - curva rettangoli isoperimetrici

Osservazioni: nessun gruppo ha compilato la taleilizzando valori decimali per le dimensioni
di base e altezza, ma solo valori interi, questiaéo oggetto di discussione. Ho fatto osservare |l
grafico che avevano costruito e ho chiesto lororaein rettangolo e I'altro era possibile insestti
rettangoli e in caso affermativo che valori avrablessunto le dimensioni.

Il campo di indagine & proseguito con i triangskmpre in gruppo i ragazzi hanno costruito i
diversi triangoli isoperimetrici che sono statinigiti con pallini di diverso colore per concludetee
a parita di perimetro il triangolo equilatero e el area massima. A ciascun gruppo ho consegnato
un cartoncino, un cordino e una scheda di lavoro:

» disegnare sul foglio un segmento (base del trian)gdil lunghezza pari alla meta della misura
del cordino;

+ fissare il cordino ai due estremi del lato;

« inserire una matita nel cordino e muoverla lundoglio.

Rispondere alle seguenti domande

1. che curva si ottiene? (vedi Fig.7)

2. i punti della curva che cosa rappresentano?
3. guale triangolo ha area massima?

In questa fase ho tralasciato la ricerca dellazretee algebrica e relativa funzione.

Dopo queste due prime fasi di lavoro, gli alunnhi@ osservato chea“parita di perimetro il
poligono regolare € quello di area massima&do chiesto se il cerchio si poteva considerare un
poligono regolare e di motivare la risposta, lafiex e stata fatta con il software GeoGebra. teligi
hanno quindi lavorato individualmente per rispoedalla domanda’tra i poligoni regolari
isoperimetrici chi ha area massima?o limitato il calcolo all’area del triangolo eitatero, quadrato
e cerchio consentendo l'uso della calcolatricetiThanno evidenziato che a parita di perimetro il
cerchio e quello di area massima.

Questa ultima fase ha permesso di rispondereiaifile domanda: Didone ha fondato Cartagine,
delimitando una vasta zona, a forma di semicerafficciata sul mare, che aveva come diametro la
riva del mare.
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Fig.7 curva triangoli isoperimetrici

Dal Dialogo “Intorno a due nuove scienze” di Galil@alilei:

“Il ché accade non solamente fra le superficiggoteri, ma fra le regolari, delle quali quelle dip
lati sono sempre piu capaci di quelle di mancg &tche in ultimo il cerchio [...] € capacissimo sop
tutti gli altri poligoni di egual circuito” (citapne tratta da E. Castelnuovo, “Pentole, ombre,
formichine” In viaggio con la matematica, La Nudtadlia,1998, p. 39).

Perimetro minimo tra poligoni equiestesi

Il problema di trovare tra famiglie di figure isapmetriche (rettangoli, quadrilateri, poligoni
regolari ecc.) quella di area massima ha un cattisp duale: trovare tra le figure equiesteserdi u
data famiglia quella di perimetro minimo. | due Ipilemi sono strettamente legati e la soluzione di un
e anche la soluzi@dell'altro

Ho posto ora il problemahi tra i poligoni equiestesi ha perimetro minitho

La classe e stata ancora suddivisa in gruppi picddlogni gruppo € stata consegnata una scheda
per analizzare chitfa i rettangoli equiestesi ha perimetro minimoon indicazione di come
procedere:

« Costruire una tabella dei valori (assegno due vvélarea 36 crhe 100 cr).
« Riportare i valori su un piano cartesiano e cosgruielativi rettangoli.
« Unire i vertici liberi.
e Osservare la proprieta delle coordinate dei veliberi.
Rispondere alle seguenti domande
1. come varia la b al variare di h?
i rettangoli equiestesi hanno medesimo perimetro?
c'é un rettangolo che ha perimetro minimo? (vegigji
vi sono rettangoli isoperimetrici?
unendo i vertici liberi che curva ottieni? (vedg/)

Due gruppi hanno lavorato utilizzando come valdrarda 36 crhe gli altri due valore100 chper
avere grafici da confrontare. In questa fase houtipaiutare due gruppi perché non riuscivano a
comprendere come compilare la tabella, ho suggéiitichiamare alla memoria come si calcola I'area
di un rettangolo e procedere come nella tabellarditangoli isoperimetrici. Ciascun gruppo ha
presentato il proprio lavoro osservando che il gatmdé quello di perimetro minimo. Due gruppi alla
prima domanda hanno rispostee”la base raddoppia, l'altezza dimezza e se tdplhvece € un

ok owbn
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terzo” quindi “base e altezza con area costante rappresentan@naperzionalita inversa’

= A
e e
7

|

]
3
L2
|

-
[

Fig.8 - tabella rettangoli equiestesi Fig.9 - curva rettangoli equitesi

Per i triangoli equiestesi mi sono avvalsa di urdetio (vedi Fig.10), per discutere a classe intera,
in una fase successiva, ponendo le seguenti domande

Fig.10 - triangoli equiestesi

1. muovendo il cordino che triangoli si formano?
2. pensi che i triangoli abbiano la stessa area? Md&vua risposta.
3. quale triangolo secondo voi ha la misura del perion@inima?

La difficolta maggiore per alcuni & stata quellardlividuare equivalenza dei triangoli, quindi ho
fatto disegnare sul quaderno almeno quattro trilarpe avevano osservato, riproponendo la stessa
condizione, e di ciascuno tracciare 'altezza redaalla base utilizzando colori diversi (vedi Hity).
Osservata la dualita del problema alcuni allievic@rrivati alla risposta della domanda iniziale
formulando quanto segu#rd i poligoni isoperimetrici i poligono regolariano quelli che hanno area

massima e il cerchio & quello di area massima neemntr i poligoni regolari equiestesi il cerchio ha
perimetro minimo”
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Fig.11 - triangoli e relative altezze

Verifica

A fine percorso sono state consegnate delle sddied® su i seguenti nodi concettuali: rettangoli
isoperimetrici, rettangoli equivalenti-proporzioitelinversa, triangoli equivalenti.

Alla somministrazione delle schede non hanno pigdée cinque alunni in quanto: uno assente
perché ritornato al paese di origine per un brer@gdo e quattro non hanno partecipato a buona part
di questa sperimentazione perché seguivano ledidt2 e pure assenti durante la fase della verifica
hanno partecipato comunque ad altre attivita derémtseconda parte del quadrimestre con relative
schede.

La somministrazione delle schede ha seguito la doftgia MERLO, fase individuale, fase di
gruppo, fase a classe intera e la valutazionet@ dtéipo formativo.

Dopo un primo stupore degli alunni di fronte a wmpito insolito, in cui non viene chiesto di
applicare formule e fare calcoli, ho notato un wote impegno da parte di tutti per cercare di tiflee
e individuare i riquadri riferibili allo stesso ogifpp matematico, la maggior difficolta riscontrata
quella relativa all’argomentazione.

lettangoli isoperimetrici SA TS (2
AT s B[]
1. Segnare le rappresentazioni che X y y= k-x
condividono lo stesso significato [due 3 0
o pil); 5
2. Indicare le ragioni che guidano nella A5
scelta, E 5
2,75 | 3,25
2 4
1 5
1] 6
02 Q3 Q2
Ll ] O[] E[]
X ¥y
1 9
1.8 5
2,25 4
3 3
4 2,25
5 18
9 1

Fig.12 - scheda studente Rettangoli isoperimetrici
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Il nodo concettuale della scheda si riferisce tiargoli isoperimetrici (vedi Fig.12).
La maggiore criticita (vedi Fig.13) si evidenzid riguadro [E] non vengono riconosciuti i rettangol
isoperimetrici e riguadro [B] non viene riconosaila relazione algebrica. Piu della meta individua
correttamente il concetto matematico, il 30% nomnddivazione della scelta.

rettangoli isoperimetrici

1D studente| TS[A] [Q2 [C]| Q2[E] | Q2[B] | Q3[D] tot  |percentuale
1 1 1 1 0 1 4 BO
2 1 1 0 0 1 4 BOD
3 0 0 1 1 0 2 A0
4 1 1 1 1 1 5 100
5 1 0 0 0 0 1 20
B 1 1 1 1 1 5 100
7 1 1 0 1 0 3 &0
B 1 1 1 0 1 4 BO
g 1 0 0 0 0 1 20
10 1 1 0 1 1 4 BD
11 1 1 1 1 1 5 100
12 0 1 1 1 1 4 BD

media 0,8 0,8 0,6 0,6 0,7 3,5

Fig.13 analisi schede individuali

Nella fase di gruppo (omogenei per consentire tadutesprimere le proprie idee) solo un gruppo
non ha individuato il riquadro [E] quindi non hangpilato correttamente la scheda. La fase di
confronto tra i gruppi é stata fondamentale e §igativa, gli alunni sono stati in grado di conftarsi
e sostenere le proprie convinzioni, ma allo stéssgpo e stato anche un momento di negoziazione di
idee che in alcuni casi ha visto un cambio di apiei di fronte ad una argomentazione ritenuta
corretta. L’alunno con DSA (ID 6) e stato capacecalinpilare correttamente la scheda ma non di
motivare le scelte ed individuare il concetto aéldse delle schede.

Rettangoli equivalenti SA Ts liF]
Al B[]
1. Segnare le rappresentazioni che _k X ¥
condividono lo stesso significato [due o g 1 g
pit); 3 &5
2. Indicare le ragioni che guidano nella E] k]
scelta. i i1
L 18
& 15
¥ 1.28
i 1.125
9 1
012 03 0
Ll ] of ] E[]
y=x*

Fig.14 - scheda studente Rettangoli equivalenti
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Il nodo concettuale della scheda (vedi Fig.14)ferisce alla proporzionalita inversa riferibile ai
rettangoli equivalenti. La scheda non ha presemtatticolari difficolta (vedi Fig.15) nella ricerakel
nodo concettuale in quanto un discreto numero liévalha motivato le scelte individuando la
proporzionalita inversa, alcuni non sono riuscitivedere la relazione matematica e dato piu
preoccupante vedere il riquadro [E] come rappregéme di rettangoli equivalenti.

rettangoli equivalenti

1D studente | T5[A] [Q2]|D)] [Q2[B] [Q3[A] | Q4[C] tot | percentuale
1 i) 1 1 0 ] 2 a0
Z ) 1 1 1 1 4 BO
3 i) ) 1 0 1] 1 20
4 1 1 1 1 1 5 100
5 1 0 0 0 1] 1 20
3 1 0 1 1 0 3 ]
7 1 1 1 1 1 5 100
B 0 1 1 1 1] 2 =]
5 1 1 1 1 1 5 100
10 1 1 1 1 1 5 100
11 1 1 1 1 1 5 100
12 1 1 1 1 1 5 100

miedia 067 075 051 0.75) 0.58 1,67

Fig.15 analisi schede individuali

Il nodo concettuale della scheda si riferisce gliigalenza dei triangoli (vedi Fig.16). Nel riquadr
[C] gli allievi (vedi Fig.17) non sono stati in gla di osservare, mediante un semplice calcolo, che
'area dei due triangoli € uguale. Questo erroadtofanche nella scheda precedente, mi ha fatto
riflettere sul fatto che occorre proporre magggituazioni in cui, per determinare area e perimetro
non sempre € necessario conoscere la lunghezzseliebaltezza, ma bastano dei riferimenti, come in
questo caso, rappresentato dai quadretti. Il riqudé] € stato visto come triangoli di ugual

estensione.

Triangoli equivalenti SA TS Q2

o Al ] B[]

1. Segnare le rappresentazioni che Due triangoli sono
condividono lo stesso significato | equivalenti se occupano la
(due o pit); stessa parte di piano

2. Indicare le ragioni che guidano
nella scelta,

Q2 Q3 Q4
ol ] D[] E[1]
1 >l i Sw T
Due triangoli sono P '“‘\\
congruenti se 7 \
j sovrapponendoli essi b ‘o \II
2 coincidono - -
\ /
""\R S

Fig.16 - scheda studente Triangoli equivalenti
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couival enza triangeli

1D studente) TS|A] [ 02[C] | Q2[B] (Q3[]0] | CQ4[E] tot pereentuale
1 1 0 0 0 0 1 20
2 1 0 1 1 1 4 20
3 1 o 1 1 0 3 B0
g 1 1] 1 1 [ 3 B
5 1] ] ] o 0 Li] o
[ 1] 0 1 v 0 1 20
7 1 1 0 1 0 3 60
a 1 1 0 1 1 4 a0
| 1 1 1 1 0 4 a0
i 1 0 1 1 0 3 60
11 1 ] 1 1 1 4 a0
12 1 1 1 1 1 5 10y

media 0 03 07 O0OE 03 2,9

Fig.17 - scheda analisi alunni

Nella fase di gruppo, un alunno che aveva indiviltheate compilato e argomentato correttamente
la scheda non é stato in grado di sostenere lenstigazioni, per cui il gruppo non e arrivato acaun
soluzione condivisa ed ognuno ha mantenuto le @aonvinzioni.

Qui sotto (vedi Fig.18) sono riportate le osservazidi solo tre gruppi perché due gruppi sono

giunti alle medesime considerazioni.

5
TOEL BT enwe ™D Song
€ & SONo le0pEp(METRIC |
PEe Moy

To: . -y
'Rigdlou EQuvay M

Soy TuTT! & BUE EXVWVALENT |

- 7
4

AL
1. Segnare le rappresentazioni che condividono
lo stesso significato [due o pid);
2. Indicare le ragioni che gunidano nella scelta,

| Due triangoli sono congruenti se
| sovrapponendoll essi coincidono
|

B

cl] | opg
— "“‘——-.,_
/_.f' ‘*-a\ Due triangoli sono equivalenti se
/_,/ occupann la stessa parte di piano
/ A ' T
! o L el
f - - _—y ——
'. . —es | B,e, »] ,’e’;i{u LattA i’._}{-f’lt.u:....‘t{
| / i L . 5 :
\ /.r AL "B [P."iar\%,.;m A‘;m.,.'j_:\fx_;m\,t'!
&
" ’.’(// I
. |
|
E e % ¥ o 5 o £ OTYEL|A L TRmaMLEL | E (.
afR A~ LB LT My 1PA 8, B I i E X ; |
I . !
posTARLE FR hwE RETTE | FLE , mpaThEe M w1 TRMMb PosTan N ¢
POSTA R I |

Fig.18 - risposte gruppi
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Due gruppi individuano come comunanza di signiickt congruenza tra i riquadri [B] e [C]:
questo errore € stata una favorevole occasiongiyetere e ripassare i concetti di congruenza ed
equivalenza, che per molti € ancora motivo di ceiafte. Alla LIM ho chiesto ad un alunno di
ricostruire con GeoGebra il triangolo tra due rgiaeallele e di muovere il vertice libero, ossed@n
che cosa restava invariato, per il riquadro [E]fatio riutilizzare il modello predisposto per la
sperimentazione. Con questi due modelli dinamicagazzi sono arrivati alla conclusione che nel
primo caso i triangoli rappresentati sono equivialemnentre nel secondo sono isoperimetrici. |l
successivo e stato quello di analizzare la defineidi congruenza e di individuare figure congruent
utilizzando come modelli libri e quaderni.

Sperimentazione nella secondaria di secondo grado

BN

L'attivita “Mito di Didone” e stata utilizzata commodulo di accoglienza a inizio anno scolastico
in due classi prime di Liceo Scientifico e una staprima di Istituto Tecnico Industriale, gli alinn
coinvolti sono 70. La nostra esperienza didattichaccondotto a riflettere su un tipico misconcetto
degli allievi che spesso confondono area con péranigure equivalenti con figure isoperimetriche.

Iniziare I'anno scolastico con questa attivita @ bermesso di richiamare alcuni concetti
fondamentali e di introdurre un aspetto a volteduaato: il legame esistente tra geometria e adgebr
materie spesso considerate dagli studenti a irzierse vuota.

L'uso dello story-telling, come metodo per veicelatompetenze, ha favorito molto il nostro
approccio iniziale con loro, allentando le tensiche di solito caratterizzano l'inizio di un nuovo
percorso scolastico, e predisponendo gli studentinalavoro proficuo e attento.

Il tipo di didattica messa in atto ci ha permesstadorire la conoscenza reciproca e l'integrazione
degli studenti spesso provenienti da realta quenaticdiversificate.

L'itinerario didattico seguito e stato simile, cglh ampliamenti del caso, a quello della secondaria
di primo grado, questo il sommario del modulo didat(vedi Fig.19):

Attivita 1: Problemi di massimo e minimo nel pPlano. ...ccceeeeirescnsssncases 3
Problema 1: Quale tra i quadrilateri isoperimetrici ha area
PIBEEIINIET i vaai v i s ines e e S s e R s et i e

Problema 2: Quale tra i rettangoli isoperimetrici ha area
massima? (1avoro di QrUupPpPO) ..ovvveerresraceeararrsnsrrarsnraansases 5

Problema 3: Quale tra i triangoli isoperimetrici ha area
massima? (1avoro di gruppo) ...cveeiiieiiiiiiniiairieerreiss s nsnin s 6

attivita 2: uso della tecnologia per esplorare figure piane.........c..ccue.e. 7
1

Fig.19 - sommario

Al fine di facilitare il lavoro degli studenti nellregistrazione dei risultati di volta in voltaesttiti,
abbiamo loro fornito il seguente fikigttivita il mito di Didonein formato elettronico. Quest'ultimo é
stato da loro completato con foto, file di GeoGebtabelle, mentre tutto il materiale prodottoatcst
depositato in un repository (dropbox, moodle, geatsive...).

Durante le discussioni sono emerse le competenzeisgconcetti gia presenti nei ragazzi e questo
ha permesso anche a noi docenti di fare il foclis amioni didattiche da intraprendere. Il nostiolo
e stato quello di tutors e moderatori, volto a eshiderso percorsi concettuali corretti. Nella siene
studente i Ts e i Qi non compaiono e gli item so@scolati.
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Produzione dei ragazzi

Questa attivita ha visto la partecipazione attidgeeptusiasta dei ragazzi, oltre che una produzione

vastissima di materiali. Chi non possedeva conaresh PC poteva eseguire il lavoro sul quaderno e
poi caricare il materiale utilizzando il cellulawe PC della scuola.

Domande:

1. Come avra fatto Didone a fondare la citta di Cartagine?
2. Qual é la forma piu conveniente da utilizzare come modello per

la costruzione di Cartagine, sapendo che si ha a disposizione un
perimetro ben definito?

Risposte degli allievi:

1. Annalisa: usare la pelle come tenda in modo da sfruttarne I’
ombra (in certe ore 'ombra e maggiore della superficie reale)

obiezione: in certe altre ore I'ombra occupa una superficie
minore di quella reale.

2. Davide: cucire pit pelli di bue
Obiezione: Didone ha a disposizione solo una pelle di bue

3. Andrea: tagliare la pelle in strisce il piu sottili possibile per poter
occupare una magagior porzione di terreno.

TI:57

)@é‘chﬂ&‘» Q =

PROCEDIMENTO
- Tracciare una retta incidente agli assi
- Prendere diversi punti sulla retta

Per ogni punto:

- Tracciare la perpendicolare all'asse x passante
per il punto

- Tracciare la perpendicolare all'asse y passante per
il punto

- Individuare i punti d'intersezione tra le rette perpendicolal
e gli assi

- Unire i punti per disegnare il rettangolo

C.

Di seguito qualche commento dei ragazzi (vedi fBg.2
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* scrivete le coordinate di questi vertici, qual é la caratteristica comune?
A(11;1) B(10;2) C(9;3) D(8;4) E(7;5) F(6;6)

Abbiamo notato che le coordinate dei vertici non appartenenti agli assi corrispondono

alle misure delle dimensioni dei rispettivi quadrilateri. Dunque:

se: x=b y=h
allora 2(b+h)=2(x+y)=2p
Fig.20 - commento studenti
Verifica

Alla fine dell’attivita sono stati proposti i quésMerlo precedentemente visti per verificare

I'acquisizione dei concetti trattati durante laposta didattica.

Gli studenti, dopo qualche incertezza dovuta ahttanre inconsueto della verifica, hanno risposto

in maniera adeguata e attenta.
Ecco alcune loro motivazioni sulla scelta dei ridyita

' i -
Mosegme—>—rpetoye L1 2T6NIRL70 6 Y=K-x, 3 cur K cRRrsronic 4 ¢
Hosce1ro > Popef 1 & Vounp gox- !
/

@ SCELTO b PERCHE RAPREZ G T4 IL sT6NTRIAAT O, 6
Ho : "
& L Pé,Qa—/g LE COORDINATE ST TROVANG CON LA FoRMyiA )= K-x !

Wov o scetro d verchs vow 25 rormusa PR TRoVARS )

-/0 SCELTO @ PLRcHs L6 DIMENSIonT W:Luweaza, Y:/We%ﬁ) ST TRONANG cov - LA
ORMLA Y= Kex 4

£

ot i b o C ol nlindo ol 0 3 () b Ko i i 5wl o i
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b s e okl e 1 s 6k il e

hekox bt againy gt 06

180 EDiMaST — Volume 1, Number 2, December 2015




Meaning Equivalence Reusable Learning Object - An unexpected mathematical problem: the Dido's myth

Fig.21 - risposte alunni
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| risultati sono stati molto soddisfacenti, quasttit gli studenti, infatti, hanno individuato
correttamente gli item in condivisione di significa
Nella tabella seguente (vedi Fig.22) si osservarmqetcentuali dei risultati:

Rettangoli isoperimetrici Rettangoli equiestesi
Percentuale Item correti  |Percentuale motivazioni correte|Percentuale Item correti  |Percentuale motivazioni correte
Liceo Scientifico Galielo Galilei Alessandria 80 I} % 62
Liceo Scientifico A, Volta Lodi 8 80 ] 8
Istituto Teconologico G, Fauser Novara 9 81 % o4

Fig.22 - le percentuali dei risultati

Valutazione con bersaglio

Il gruppo dei docenti ha pensato, sin dalle prirperisnentazioni di somministrazione in
classe, ad una possibile modalita valutativa danabd a ciascuna scheda, utilizzando una
griglia di correzione che tenesse in consideraziamistanza dal TS (vedi Fig.23).

Le difficolta maggiori riguardano una classificazéounivoca nel riconoscere i vari Q2 in
base ad una griglia precostituita che non tengaocdello stile della didattica del docente
somministratore.

Una proposta del gruppo e stata:

» item vicino al centro (livello 1): semplice cambianto di registro;

* item a distanza media dal centro (livello 2): caanfiento del contesto, situazioni
problematiche con nodo concettuale non evidente;

» item lontano dal centro (livello 3): necessita dspaggi rielaborativi, sia concettuali

che grafici e di calcolo.

Volendo fare un’ipotesi di valutazione seguendoeguenti criteri, ho suddiviso il
punteggio da assegnare in due parti, ognuna de#lk cpncorresse per il 50% al voto finale,
la valutazione risulta quindi somma di un puntegdgsivante dalla corretta individuazione
degli statements (quelli segnati e non) e di umeetia argomentazione.

SREREe Questo modello grafico & stato
o utilizzato per
eseguire una analisi della
o2 distanza di una affermazione
G " contenuta nella scheda dal

TS/bersaglio e rappresentarla

Fig.23 - bersaglio
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Nello specifico:
valutazione per corretta individuazione statement

* punti 0,5 per esatta individuazione statement piine al TS
* incremento di 0,5 per ogni corretta individuaziohatatement a livelli superiori, cioe
piu distanti
e punti 0,5 per corretta individuazione di statemesterni al confine di significato
valutazione per argomentazione

e punti 1 per ogni corretta ed esauriente argomeonazi

Conclusione

Avendo sperimentato le schede Merlo sia in quettiaita che durante tutto I'anno scolastico
2014/2015 con classi sia di primaria che di secoadanche tipologie di scuola differenti) possiamo
ritenere che punto di forza di questa attivita ssiada ricerca dello stesso significato matematimo
rappresentazioni diverse che la discussione chegendlalle motivazioni di scelte dei ragazzi.

E evidente che l'uso dei quesiti Merlo non si alatome anche per i quesiti Invalsi, ad una
didattica tradizionale; l'utilizzo di questa metdalgia porta ad una didattica laboratoriale che coad
i ragazzi alla scoperta del pensiero matematico.

La discussione che segue in classe in seguitatiitan delle schede Merlo dovrebbe diventare
momento centrale e dovrebbe rientrare nell'aziothecativa dell’attivita Merlo, al fine di educare
all'argomentazione e alla creazione di un pensierologico-matematico. La capacita di argomentare
puo essere educata e l'introduzione di Merlo nalidica didattica attiva proprio questa abilita.

Dichiarazione di conflitti di interesse

Gli autori dichiarano di non avere conflitti di @messe rispetto la paternita o la pubblicaziorgudisto
articolo.

Deposito dei materiali dell'attivita

Al seguente link sono depositati eventuali matenmedrenti questo l'articolo. Questi materiali nel
tempo potranno essere modificati e arricchiti sadoel’evoluzione delle idee sottostanti o/e future
sperimentazioni svolte dagli autori dell’articolo.

http://www.edimast.it/J/20150102/01630185AB/
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